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Parte 2. Correlacao e Covariancia

ldentificacdo de dados anomalos (“outliers”)

Conceitos Bésicos e Definicdes
Variaveis aleatérias consideradas: j=1,...p (p = nimero de variaveis)
Observacgdes (medigdes): 1=1,...n (n = nimero de observacdes)

Grupos: 0=1..G (G = niimero de grupos)



Vetor de médias da amostra, Xj, ou de valores esperados, E(x)), das variaveis x;:

n

=1

Xj :T:E(Xj), j:].,p (2.2)

Para o vetor de médias da populacéo utiliza-se normalmente o simbolo z4. Outras

formas de expressar a média:

) ou X = x,AP(x) (2.2)
i=1

4 ou Xj= jmxj.p(xj)dxj (2.3)

em que APj(x;) representa a probabilidade de ocorréncia da i-ésima observacdo da variavel x; e

p(x;) representa a fungéo densidade de probabilidade de x;.

A i-ésima observacdo da variavel aleatoria centrada na média X; € definida como
Xij =X —Xj, ou Xij =Xj —Mj, J=1p. Portanto, a variavel X; tem média igual a zero e

segue a mesma distribui¢éo que x;.

Variancia de uma variavel aleatoria:

n

, é(xu _;1)2 ) ;(Xu‘ )2 SS,

j GL n—1 n-1

O simbolo SS; refere-se a soma dos quadrados (“sum of squares”) da variavel centrada

(2.4)

na media, X;.

Desvio padrao de uma variavel aleatoria:

Sj = Sj (2.5)

Comumente utiliza-se o simbolo s para o desvio padrdo da amostra de observacgdes e o

simbolo o para o desvio padréo de toda a populagéo.

i-esima observagéo da_variavel aleatoria padronizada z;:

X — ;j Xi — U
j ij i
L = S (para a amostra), ou Zjj = o (para toda a populagao).

i ]



Cada variavel padronizada z;, j=1, p, € adimensional, tem média igual a zero e desvio
padrado igual a 1, o que auxilia os procedimentos de andlise, porque eliminam-se as diferencas
numeéricas entre diferentes variaveis.

Covariancia entre as variaveis X; e X:

n _ _ n
EEQU_Xi%W'_XJ (xuxxm) SCP
s = i=1 =l _ jK 26
= = = (2.6)
GL n-1 n-1

Y

O simbolo SCPy refere-se a “sum of cross products”, ou soma dos produtos cruzados

das variaveis centradas na média X; e Xy.

— No caso de p variaveis, € mais facil representar as somas SS; e SCPj na forma da

matriz de covariancia, £ (pxp), que tem a seguinte forma:

- _
Si Sp Sip
2
Sau Sy e Sy
cov(x)=x =" "F T 7% (2.7)
2
[Spr Sp2 Sp

A matriz de covariancia, que é simétrica, contém, na diagonal principal, a varidncia das
p variaveis e, nos demais elementos, as covariancias das variaveis. Se as p variaveis forem
independentes, entdo a matriz T € diagonal.

Em notacdo matricial, para uma populacdo de n observacdes das p variaveis e vetor de

médias p (px1), a matriz de covariancia pode ser representada como:

X1~y
»=E[x-p)x—p)]=E XZ‘S”Z (06— ) (= p3) o (x,—p,)]| 29
Xp = Hyp

em que o valor esperado de um argumento t, E(t), € definido como nas Egs. 2.1 a 2.3. No caso,
o argumento é o produto dos vetores (x - p) e (x - p)' (0 simbolo " indica a matriz transposta) e,

no denominador, o valor n é substituido por (n — 1), que é o nimero de graus de liberdade
referente ao calculo da variancia, como na Eq. 2.6.



O célculo da covariancia entre duas variaveis quaisquer pode ser feito também

utilizando-se as variaveis padronizadas z. Nesse caso, obtém-se o coeficiente de correlagcéo

entre as duas variaveis x; e X, i

;( .J)(.k ;( —X; Xx —X|k) S,
TN T (n—1)s,5, s, @9)

E comum representar a correlacio entre duas variaveis na forma do coeficiente de
determinacdo, que corresponde a (rjk)z. Nos casos em que j =k, a EqQ. 2.9 resulta na divisdo da

variancia por ela mesma:

Z(Xij ~X] )2 §2
i (n-1)s? s (2.10)

O coeficiente de correlacdo de uma dada variavel em relacdo a si propria vale 1, e a
correlacdo entre duas varidveis quaisquer varia no intervalo de —1 a 1. Devido a essas

propriedades, o coeficiente de correlacdo € um indicador importante da correlacdo linear entre

variaveis aleatdrias, pois valores proximos a zero indicam auséncia de correlacdo (variaveis
linearmente independentes) e valores proximos a 1 ou -1 indicam variaveis linearmente
correlacionadas (positiva ou negativamente). E importante observar que o fato de haver,
eventualmente, valor de ry proximo de zero ndo significa que as variaveis x; e xx ndo sejam
correlacionadas. Tal fato € ilustrado na Fig. 2.1.

Se a matriz de covariancia, Z, for construida com variaveis padronizadas, € chamada de

matriz de correlacéo, Rpyp):

1 r, My
r, 1 ..,
R= T . . 7 (2.12)
M Tpe 1 |

A matriz de correlacdo é simétrica e tem 0s elementos da diagonal principal iguais a 1.
No caso de variaveis aleatérias linearmente independentes, essa matriz torna-se diagonal. O
uso da matriz de correlacdo é importante nos casos em que as variaveis tém valores numéricos
muito diferentes, pois tais valores afetam a matriz de covariancia, enquanto a matriz de

correlagédo tem os valores dos elementos limitados entre —1 e 1.
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Figura 2.1. Exemplos de gréaficos de disperséo de valores de duas variaveis, x; € Xy, COmM 0S

respectivos valores de rj.

Definigdes de distancia
Muitos métodos estatisticos baseiam-se na distancia entre observacgdes, ou grupos de
observacdes, ou, alternativamente, na distancia entre variaveis, ou grupos de variaveis. A

distancia mais comumente usada € a distancia euclideana. Dadas duas observacoes, A e B

nas variaveis x; e X, conforme mostra a Figura 2.2, a distancia euclideana entre os pontos é

definida como:

D = \/(al _b1)2 +(a2 _bz )2 (2.12)

Figura 2.2. llustracdo da definicdo de distancia euclideana entre duas observacdes A

(coordenadas aj, a,)e B (coordenadas by, b,) nas variaveis x; e x..



No caso de um sistema com p variaveis, a distancia euclideana é:

p

Ds = Z(a,- _bj)z (2.13)

j=

Distancia estatistica entre duas observa¢fes quaisquer, i € h, de uma variavel:

2

Xi — X
2 _ i h
SDj, =| — (2.14).
S
Distancia estatistica entre duas observacfes quaisquer, i e h, para p variaveis:
) 2
X — X
2 _ ij hj
SD; =) I (2.15)

J= ]

No calculo da distancia estatistica sdo consideradas as dispersdes nas medidas das

variaveis, dividindo-se a distancia quadrética pela variancia de cada variavel.

Distancia estatistica generalizada entre duas observacfes pode também ser expressa em

notacdo matricial:
T _
SDy :(Xi _Xk) )2 1(Xi _Xk) (2.16)

em que x é um vetor vertical de dimensao p.

Densidade de distribuicdo normal de probabilidade multivariada: é obtida substituindo-se a

distancia estatistica no expoente da funcdo no caso de uma Unica variavel, Eq. 1.14, pela
distancia estatistica entre cada ponto e a média, na forma generalizada (Eq. 2.16). O termo
pré-exponencial deve ser alterado para que o hipervolume sob a curva tenha area total igual

a 1, ficando na forma da Eq. 2.17:

1 ) = (x—
p(x)= (Zﬂ)p/z‘z‘—lm g ol E b (2.17)



Identificacdo de dados anémalos (“outliers™)

Dados anbmalos sdo dados presentes em uma populacdo ou amostra que
correspondem a erros grosseiros em relacdo a média, ndo representando a tendéncia geral
observada nos valores de uma dada variavel, ou conjunto de variaveis, de um processo.
Podem ser causados por falhas em instrumentos, ou procedimentos de medida, ou no registro
de dados de processo. H& vérias técnicas para detec¢do de dados anémalos, sendo 0s mais
comuns baseados no comportamento individual de cada variavel. Ha, também, técnicas de
deteccado de dados an6malos multivariados, que serdo discutidas em outras partes do curso.

Entre as técnicas mais comuns estdo aquelas baseadas em cartas de controle de
processo, que sao séries temporais de cada variavel. Como exemplo, a Figura 2.3a mostra
uma série de dados registrados de vazdo em um processo industrial. Na Figura 2.3b, foram
acrescentados a mesma série algumas referéncias, ou seja, a média da populacdo de valores
e dois limites de controle: superior (LSC) e inferior (LIC). Esses valores correspondem a média
mais uma faixa de tolerdncia, normalmente baseada na dispersdo dos dados e em na
tolerdncia baseada na qualidade especificada para o processo. No caso, esses limites
correspondem a uma tolerancia de + 3¢, resultando em uma faixa total de 6, 0 que, para uma
distribuicdo normal, deve conter 99,73% dos valores da variavel. Observa-se que ha dois
pontos situados for a dos limites, o que é um forte indicio (com 99,73% de probabilidade) de
que se tratam de dados com erros. O mesmo pode ser deduzido na Figura 2.4, que apresenta
um histograma dos mesmos dados, com pontos isolados nos extremos. Em estudos baseados
em dados de processo, esses dados devem ser eliminados para nédo trazer erros. Uma das
formas mais eficientes de deteccdo de dados anémalos é o exame cuidadoso de séries e
distribuicdes dos dados, como nas Figuras 2.3 e 2.4, e com base no conhecimento sobre o
processo.

O exame de cartas de controle é usado, também, na deteccéo de tendéncias tanto nos
valores médios (calculando-se a média mével) quanto na dispersédo dos dados.

A Figura 2.5 ilustra um caso de “outlier” bivariado, para o qual a distancia euclideana
daria resultados incorretos, uma vez que o ponto C esta mais préximo do ponto A do que o
ponto B pela distancia euclideana, enquanto, pela distancia estatistica, estaria fora da regido
dos demais pontos. Na Figura 2.6, sdo mostrados dois exemplos de “outliers” mono e
bivariado.

A deteccdo de “outliers” mono e bivariados é relativamente simples, uma vez que o
procedimento envolve graficos de séries temporais, ou bivariados, como nos exemplos da

Figura 2.6. No entanto, a identificacdo € muito mais dificil quando o nimero de variaveis é alto.
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Figura 2.3. a) Exemplo de série temporal de dados de processo, com valores
anbmalos. B) A mesma série, como carta de controle.
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Figura 2.4. Histograma da série temporal da Figura 3.2.



-C
S ¢ . s A
‘O . ., o
. - * -
.
. - -

Figura 2.5. Exemplo de “outlier” bivariado.
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Figura 2.6. Exemplo de “outliers” mono e bivariado.



Procedimento sugerido para deteccao de “outliers” em bases de dados
multivariados.

10

No caso de sistemas com numero de varidveis p maior que 2 fica dificil a identificagéo

de “outliers” baseada apenas em séries temporais. A sequéncia de testes apresentada a seguir

tem-se mostrado eficiente, nesses casos.

1) Exame de séries temporais de cada variavel, x;, j = 1,...p. O exame deve envolver:

gréficos de séries temporais e de histogramas.

2) Exame de gréficos de disperséo bivariados (como na Fig. 2.6).

3) Transformag&o das variaveis originais x; em variaveis padronizadas z;. Examinar

os valores extremos dessa variavel para as n observacdes. Supondo-se uma

distribuicdo normal dos dados, a probabilidade de haver valores de z maiores que

+3, ou menores que -3 é de 0,27%. Pode-se adotar também intervalos de

confianca para estabelecer os valores de corte de z.

4)  Calculo da distancia estatistica para cada observacéo das p variaveis (Eq. 2.16). A

vantagem deste critério é que leva em consideracdo o padrdo de distancia

guadratica e a dispersdo das medidas de todas as p varidveis em cada

observacao. O critério de corte, no caso dessa distancia quadratica, pode ser o

valor da variavel ;(,/2 (qui-quadrado), com namero de graus de liberdade vigual a

p. Assim, estabelecido um grau de significancia, valores da distancia estatistica

H 2 H 13 H ” H
maiores que ¥, podem ser considerados “outliers” e devem ser examinados com

cuidado.




