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Parte 4. ANALISE DE FATORES

Introducéo

Analise de Fatores é uma técnica voltada a identificacdo de fatores, que sao
entidades ndo observaveis, que podem afetar uma ou mais variaveis em um conjunto de
dados que contém um grande numero de variaveis mensuraveis. Os fatores, ou fatores
comuns, nao observaveis, podem corresponder a processos implicitos, relacionados com a

variabilidade dos dados.

Analise de fatores foi usada pela primeira vez por Spearman (1904), para explicar a
relacdo entre inteligéncia e desempenho de estudantes em provas de diferentes

disciplinas. O uso da técnica causou polémica na época.

Sob o aspecto matematico, a analise de fatores (AF) tem muita semelhangca com
PCA, pois ambas as técnicas visam extrair informagdes a partir da matriz de covariancia,
(pxp). No entanto, conceitualmente sao técnicas diferentes: PCA consiste na obtencao de

combinacbdes das variaveis mensuraveis originais, combinacbes essas que possibilitam




descrever o sistema utilizando menor niumero dessas novas variaveis obtidas, que sdo os
componentes principais;. AF € uma técnica exploratéria, que consiste em identificar, a partir
da covariancia entre variaveis mensuraveis, fatores ndo mensuraveis, implicitos, que podem

explicar a estrutura da matriz de covariancia. A influéncia dos fatores € quantificavel.

A hipotese adotada em AF € que medidas de uma variavel qualquer, x;, podem ser

expressas como o resultado da soma dos efeitos de um conjunto de fatores comuns, F4, ndo

mensuraveis e independentes entre si, mais um fator especifico da variavel g, da seguinte

forma:

;
X, ;= Zﬁijk +é&, (4.1)

k=1
Os fatores comuns afetam todas as variaveis x; j=1,...p, de forma diferente, dependendo

dos pesos, 4 Jk -

Exemplo de aplicacéo:
Foram medidas as notas obtidas por um grupo de alunos em diferentes disciplinas,

representadas pelas seguintes variaveis:

E —inglés, F — fisica,
H — historia, M — matematica,
P — portugués Q = quimica

Matriz de correlacéo obtida:

E F H M P Q
E 1
F 0,380 1
H 0,686 0,351 1
M 0,320 0,620 0,284 1
P 0,730 0,430 0,735 0,370 1
Q 0,360 0,510 0,336 0,540 0,405 1

Supondo que as variaveis medidas (as notas dos alunos) podem ser influenciadas
por dois fatores comuns, mais um fator especifico, pode-se obter o seguinte conjunto de

equacbes para cada variavel medida:



E =0,20F; +0,80F, + ¢, F =0,70F, +0,30F, + ¢,
H =015F +0,82F, +¢, M =0,80F; +0,20F, +¢,,
P=0,25F, +0,85F, + ¢, 0 =0,60F; +0,30F, +¢,

Observa-se que as correlagdes entre os pesos de quaisquer duas notas
correspondem aos coeficientes de correlacdo da matriz de correlacao (ex.: correlagdo entre
as notas de matematica e histéria: 0,80x0,15 + 0,20x0,82 = 0,284). No modelo acima, os

fatores comuns considerados podem ser relacionados a caracteristicas como:

F; = habilidade quantitativa de cada aluno;

F> = habilidade comunicativa de cada aluno,
e aos fatores ¢, especificos de cada disciplina.

Um resultado adicional do tratamento é a quantificacao do efeito dos fatores comuns

e dos especificos, feita a partir dos conceitos de comunalidade e de varidncia especifica de

cada variavel. A comunalidade é definida como a fragdo da varidncia total do sistema
abrangida pelos fatores comuns. A variadncia especifica representa a fracdo nao abrangida
pelos fatores comuns e é atribuida aos fatores especificos. A seguinte tabela representa

esses resultados:

Comunalidade Variancia
Variavel F, F, Total Especifica
E 0,040 0,640 0,680 0,320
F 0,490 0,090 0,580 0,420
H 0,023 0,672 0,695 0,305
M 0,640 0,040 0,680 0,320
P 0,063 0,723 0,786 0,214
Q 0,360 0,090 0,450 0,550

Total 1,616 2,255 3,871 2,219




Formulacdo matemética

Dado um conjunto de p varidveis centradas na média, formando um vetor X (px1),
com matriz de covariancia ¥ (pxp), o modelo de fatores supbe que X pode ser expresso
como uma combinacéo linear de alguns fatores comuns F;, F,..., Fp,, € p fontes adicionais
de variagéo, ¢, € ,,..., €, que s&o os fatores especificos, ou erros. O modelo de fatores é

expresso como:

X, =0 F+l,F+..+0, F +&

Im* m

X, =l F+l,,F,+.+0, F +¢&,

X, =t F+l,F,+.+0 F +¢,

Ou, em notagao matricial:

X =L F+ ¢
(px1)  (pxm)(mx1) (px1) (2)

Os coeficientes £ s&o os pesos do fator k sobre a variavel j. A matriz L (pxm) é
chamada “matriz de pesos”. Cada fator especifico, g esta associado a variavel X;. Portanto,
trata-se de um modelo com p + m variaveis aleatérias, ndo observaveis (os fatores comuns
e os fatores especificos). A solugcdo desse sistema pode ser obtida com as seguintes
hipéteses adicionais. Primeiro,supde-se que os fatores Fx e g s&o centrados nos valores

médios e independentes entre si (os fatores sdo ortogonais):

E(F)= 0 E(e)= 0
(F) (m1). €)= 2, Cov(F)=E(FF" )= 1 )
K280 0 ]
0 v 0
Cov(s)ZE(SST)Z ;E) = 52 (3)
0 0 v, |




Admite-se que F e ¢ sé@o independentes, ou seja:

Cov(e,F)= E(eF" )= 0 @)

(pxm)

As Egs. 1 a 4 constituem o modelo de fatores ortogonais. A solugao implica resolver

um modelo de covariancia de X:

% = Cov(X) = E(XX" )= E(LF +£\LF +£)'
= E(LF(LF) +&(LF) +LFe" +¢")
—LE(FF" )L” + E(eF" )L” + LE(Fe )+ E(ec")

Aplicando-se as hipéteses das Egs. 3 e 4, chega-se a:

>=LL +¥ 5)

Os elementos da diagonal principal de X, representando a variancia de X

correspondem a:

Va’()(i)zgzz'l +€?2 +.”+€lz'm Ty,

(5-1)

As hipéteses da Eq. 3 também implicam a seguinte relagdo para a covariancia entre
XeF:

Cov(X,F)= E((LF +£)F )= E(LFF” +¢F" )
— LE(FF" )+ E(eF")=1L
Cov(Xl.,Fj)zfl.j

Componentes da variancia de X:
2 2 2
Var(X,)=02+ 0% +--+ 02 +y,
—
' —~ H/_/

Comunalidade Variancia
Especifica




Portanto, comunalidade ¢é a fragdo da variancia total de cada variavel X; representada
pelos fatores comuns, F; (j =1,...,m). Corresponde a soma dos quadrados dos coeficientes
dos fatores comuns, na Eq. 1. O restante da variancia de X; é representado pela varidncia

especifica, .

Inexisténcia de solucédo Unica para o problema
O modelo de covariancia apresentado na Eq. 5 ndo tem solugdo Unica, ou seja, €

possivel haver diferentes matrizes de pesos, L, correspondentes a uma mesma matriz de

covariancia, X. Para ilustrar isso, seja uma matriz ortogonal T (m x m). Portanto:

TT' =T'T=1
A Eq. 2 pode ser escrita:
X=LF+e=LTT'F+&=LF" +¢ o
em que:
L'=LT . F=TF
o E(F")=T"E(F)=0
. Cov(F*)= E(F'F" )= E(T"FF'T)= E(T"T)=1

entdo, ambos os vetores F e F* tém as mesmas propriedades estatisticas. A Eq. 5 é

satisfeita tanto com a matriz L quanto com L*:

Y=LL' +¥Y=LTT'L' +¥=LL7 +¥ (8)

Objetivos especificos da analise de fatores

1. Identificar o menor niumero de Fatores Comuns, que melhor explicam as correlacbes
entre as variaveis mensuraveis.

Identificar, via rotagdes, a solugdo mais plausivel.
Estimar os pesos, comunalidades e variancias especificas das variaveis mensuraveis.

Prover uma interpretacao para os fatores comuns.

o b~ 0N

Se necessario, estimar os valores dos fatores (“factor scores”).



Principais técnicas de analise

Fatoracdo por Componentes Principais (“Principal Component Factoring”).

Consiste na mesma metodologia usada para estimar os componentes principais,
baseada no calculo dos autovalores e autovetores da matriz de covariancia, ou de

correlagéo (para dados padronizados).

Exemplo:
A seguinte matriz de correlagédo refere-se a dados horarios em um reator catalitico de

desidrogenacao de parafinas (200 horas). Lista de variaveis medidas:

1) Vazao de carga para o reator;

2) Concentracao de produto na saida do reator;

3) Presséao na entrada do reator;

4) Temperatura de alimentacao do fluido refrigerante;
5) Temperatura de saida do fluido refrigerante;

6) Vazao de fluido refrigerante.

Variaveis 1 2 3 4 5 6
1 1.000 0.620 0.540 0.320 0.284 0.370
2 0.620 1.000 0.510 0.380 0.351 0.430
3 0.540 0.510 1.000 0.360 0.336 0.405
4 0.320 0.380 0.360 1.000 0.686 0.730
5 0.284 0.351 0.336 0.686 1.000 0.735
6 0.370 0.430 0.405 0.730 0.735 1.000

Resultado da aplicacdo da técnica de PCA, com 6 fatores considerados.

Fatores
Variaveis 1 2 3 4 5 6
1 -0.675 0.557 -0.190 0.444 0.027 -0.021
2 -0.718 0.447 -0.346 -0.405 -0.003 -0.019
3 -0.683 0.418 0.592 -0.093 -0.002 -0.012
4 -0.793 -0.410 -0.015 0.040 -0.416 -0.169
5 -0.774 -0.461 -0.002 0.007 0.372 -0.223
6 -0.838 -0.359 -0.016 0.021 0.032 0.409
Autovalores 3.367 1.194 0.507 0.372 0.313 0.247




Na tabela, a Variavel 1, por exemplo, é representada por:

X, =—0.675F, +0.557F, —0.190F, + 0.444F, +0.027 F, — 0.021F,
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Aplicando-se o critério de minimo autovalor = 1, extraem-se 2 fatores.

O resultado da analise é:

Pesos dos fatores

Varidveis Fator1 Fator2 Comunalidade Fator3 Fator4  Fator5  Fator 6 Var. Especifica

1 0675 0.557 0.766 0190 0444 0.027 0021 0234
2 -0.718 0447 0.716 -0.346 -0405 -0.003 0019 0284
3 -0683 0418 0.641 0592 -0.093 -0.002 0012 0.359
4 0793 0410 0.797 -0.015 0.040 -0.416 -0.169 0.203
5 -0.774 0461 0.812 -0.002 0.007 0.372 0223 0.188
6 -0.838 -0.359 0.831 0016 0.021 0.032 0409 0.169
Autovalores 3367 1194 4561 0507 0372 0.313 0247 1439

Variancia total: 6 (comunalidade + especifica); Variancia dos 2 fatores: 76% da variéncia
total (=4,561/6).




Considerando-se os 2 fatores extraidos, podem-se expressar esses mesmos fatores
a partir da inversdo da matriz de pesos, L (6x8), obtendo-se a matriz L™. Retendo-se apenas
dois fatores, obtem-se a matriz com os coeficientes para estimar os fatores comuns a partir

de diferentes valores dos indicadores:

Variable Factorl Factor2
Var 1 -0.200 0.467
Var 2 -0.213  0.374
Var 3 -0.203  0.350
Var4 -0.236  -0.343
Var 5 -0.230 -0.386
Var 6 -0.249 -0.301

A parte da variancia nao explicada pelos 2 fatores pode ser calculada da seguinte
forma:

T
R =X-LL
(pxp)
obtendo-se a matriz de residuos, R:
Variaveis 1 2 3 4 5 6
1 0.234 -0.114 -0.154 0.013 0.018 0.005
-0.114 0.284 -0.167 -0.006 0.001 -0.011

-0.154 -0.167 0.359 -0.010 0.000 -0.017
0.013 -0.006 -0.010 0.203 -0.117 -0.082
0.018 0.001 0.000 -0.117 0.188 -0.079
0.005 -0.011 -0.017 -0.082 -0.079 0.169

o0~ WN

Um grafico de dispersao dos pesos dos dois fatores para as 6 variaveis mensuraveis

é:
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Uma vez que ndo existe solugdo Unica para a Eq. 5 (ver Eqg. 8), podem-se tentar
outras combinacgoes lineares dos fatores, para facilitar a interpretacao.
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Técnicas de rotagao.
A rotagdo dos fatores constitui-se em uma transformacado ortogonal dos pesos (e
consequentemente dos fatores) visando compatibilizar os pesos com interpretagdes

plausiveis dos fatores. Seja uma matriz ortogonal T (m x m). Portanto:

TT =T'T=1
Conforme visto, podem-se ter matrizes de fatores L. = LT, que satisfazem a
equacao = =LL +¥ pois:
Y=LL"+¥Y=LTT'L" +¥=LL" +¥ (8)

Podem-se escolher, entdo, matrizes de coeficientes L de modo a facilitar a

interpretacao dos pesos em fungéo do sistema em estudo.

Rotacdo Quartimax

Rotagédo ortogonal que objetiva tornar os pesos de todos os indicadores altos em
relacdo a um dos fatores. Além disso, cada indicador deve ter peso alto em relagdo a um
dos fatores e peso baixo em relacdo aos demais fatores. Isto é obtido maximizando-se a

variancia dos pesos em relacdo aos fatores. Para qualquer variavel X; define-se:

0 > -azf .

m

Em que Q representa a varidncia das comunalidades (quadrado dos pesos) da
variavel i, £; € o peso do fator j para a variavel i e 426 o valor médio do quadrado dos pesos

para a variavel /.

P

O método consiste em selecionar a matriz L” tal que a fungdo Q = ZQZ seja
i=1

maximizada.
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Varimax

A rotacao ortogonal Varimax visa fazer com que cada variavel tenha maximo peso
correspondendo a um e apenas um dos fatores. Assim, deve ser obtida a matriz L" tal que

maximize a variancia V; do quadrado dos pesos em relacéo as variaveis. Para qualquer fator

F; define-se:

7 (92 _ 22F
Vj _ ijl( Uj .]) (10)
P

em que lzj € o valor médio do quadrado dos pesos do fator j. O método consiste em

m

selecionar a matriz L" tal que a funcéo V= Z VJ seja maximizada.
J=1

Em ambas as rotacbes a estrutura de fatores (e, portanto, a comunalidade) nido é
alterada.

Ha outras rotagdes ortogonais propostas na literatura, assim como ha casos de
rotagdes obliquas.

Resultado de Rotacdo Quartimax
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Resultado de Rotacao Varimax
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No caso, ambas as rotagdes (Varimax e Quartimax) resultaram nos mesmos valores

para os pesos. O resultado depende do sistema em estudo.

Fatoracdo pelo Eixo Principal (“Principal Axis Factoring”).

Trata-se de meétodo iterativo, baseado nos componentes principais. Parte-se da

hipétese de que as comunalidades (na diagonal principal da matriz de correlagdo) séo todas

iguais a 1. Na primeira etapa, sdo calculados os pesos dos fatores da mesma que no

método de componentes principais. A partir da segunda etapa, a matriz de correlacéo é

modificada a cada iteragdo a partir dos pesos dos fatores extraidos, inserindo-se as novas

comunalidades na diagonal principal. O procedimento de calculo dos componentes

principais é repetido até que nao haja mais variagdo nas comunalidades das variaveis. No

exemplo, 9 iteragdes foram necessarias para a variagdo da comunalidade passar a ser

menor que a tolerancia adotada (0,001):

Iteration

1

©oOoO~NOODWN

Variation

0.359
0.128
0.042
0.014
0.005
0.003
0.002
0.001
0.001

Communalities

1
0.766
0.698
0.679
0.675
0.674
0.675
0.676
0.677
0.677

2
0.714
0.626
0.598
0.588
0.585
0.583
0.582
0.582
0.581

3
0.641
0.513
0.471
0.457
0.453
0.451
0.451
0.451
0.450

4
0.797
0.725
0.698
0.688
0.684
0.682
0.681
0.681
0.680

5
0.812
0.744
0.719
0.708
0.703
0.700
0.698
0.697
0.697

0.829
0.784
0.774
0.774
0.776
0.779
0.781
0.782
0.783
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Comentarios finais

A Analise de Fatores pode ser considerada, do ponto de vista de procedimentos de
calculo, como uma extensio da técnica de Analise de Componentes Principais, pois ambas
as técnicas consistem em extrair informagdes da matriz de covariancia (ou de correlagao,
para variaveis padronizadas). No entanto, a Analise de Fatores é mais elaborada, por

envolver manipulagdes adicionais visando facilitar a interpretagao dos resultados.

Embora relacionadas sob o aspecto da técnica, ambas as anadlises sao

conceitualmente distintas:

Em “PCA” o objetivo é a reducido do numero de variaveis do modelo, buscando-se

combinacdes lineares que representam o comportamento das variaveis originais.

Na Anadlise de Fatores busca-se explicar as causas para as correlagdes entre as
variaveis, ou associar essas correlagbes com processos ndo mensuraveis, ou mesmo

confirmar hipéteses referentes a esses processos (que correspondem aos fatores comuns).

Ambas as técnicas baseiam-se na covariancia entre as variaveis. Portanto, se houver
associagdes entre variaveis que nado tenham efeito sobre a covariancia, tanto a técnica de

PCA quanto a Analise de Fatores ficam prejudicadas.




