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Introducéao

Técnicas estatisticas de analise baseadas em discriminantes séo utilizadas
normalmente para a separacdo de dados em diferentes grupos, a partir de um
determinado grupo de dados experimentais. Baseiam-se na criacdo de um
“discriminante”, ou seja, um critério quantitativo para separar observacdes em diferentes
grupos, com maxima distancia entre si. Sao utilizadas normalmente com a finalidade de
explorar conjuntos de dados.

Técnicas de classificacdo de dados consistem na aplicagcdo de técnicas
estatisticas para estabelecer regras, ou critérios para alocar uma dada observacdo em
diferentes grupos, os quais sédo definidos previamente.

O texto a seguir apresenta primeiramente um exemplo ilustrativo da aplicacdo de
um discriminante para um conjunto de dados. Em seguida, sdo apresentadas e ilustradas
as técnicas de classificacéo.




Discriminagéao

Um exemplo de criacdo de discriminante para separar dados € apresentado a
seguir, para um caso em que ha duas populacdes de dados (dois grupos), apresentados
na Tabela 1 e na Figura 1.

Tabela 1. Conjunto de dados bivariados, pertencentes a dois grupos

Grupo 1 Grupo 2
N. X1 X2 N. X1 X2
1 0.158 0.182 1 -0.012 -0.031
2 0.210 0.206 2 0.036 0.053
3 0.207 0.188 3 0.038 0.036
4 0.280 0.236 4 -0.063 -0.074
5 0.197 0.193 5 -0.054 -0.119
6 0.227 0.173 6 0.000 -0.005
7 0.148 0.196 7 0.005 0.039
8 0.254 0.212 8 0.091 0.122
9 0.079 0.147 9 -0.036 -0.072
10 0.149 0.128 10 0.045 0.064
11 0.200 0.150 11 -0.026 -0.024
12 0.187 0.191 12 0.016 0.026
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Figura 1. Representacgéo grafica dos dados da Tabela 1.



Podem ser aplicadas técnicas estatisticas convencionais para verificar se o0s
dados podem ser considerados pertencentes a dois grupos. Por exemplo, pode-se utilizar
teste de hipo6tese para a diferenga entre as médias dos grupos:

em que a variancia combinada dos dois grupos é calculada por:
2 2
52 — (nl _1)51 T (nz _1)52
(nl _1)"' (nz _1)

Na Tabela a seguir, sdo apresentados os valores de médias e desvios padrdo da
amostra de dados considerada.

Grupo 1 Grupo 2
N. X1 X2 N. X1 X2 X11 - X12 X21-X22
1 0.158 0.182 1 -0.012 -0.031 0.170 0.213
2 0.210 0.206 2 0.036 0.053 0.174 0.153
3 0.207 0.188 3 0.038 0.036 0.169 0.152
4 0.280 0.236 4 -0.063 -0.074 0.343 0.310
5 0.197 0.193 5 -0.054 -0.119 0.251 0.312
6 0.227 0.173 6 0.000 -0.005 0.227 0.178
7 0.148 0.196 7 0.005 0.039 0.143 0.157
8 0.254 0.212 8 0.091 0.122 0.163 0.090
9 0.079 0.147 9 -0.036 -0.072 0.115 0.219
10 0.149 0.128 10 0.045 0.064 0.104 0.064
11 0.200 0.150 11 -0.026 -0.024 0.226 0.174
12 0.187 0.191 12 0.016 0.026 0.171 0.165
média 0.191 0.184 0.003 0.001 0.188 0.182
s 0.053 0.030 0.045 0.069 0.065 0.074

Exemplo para X1:
t (0.95, v=22)=2.074 e:

0.146 < 11, — 11, < 0.230

Portanto, com 95% de certeza pode-se afirmar que as médias entre os dois
grupos sdao diferentes, e a hip6tese nula é rejeitada.

Pode-se, também, construir um discriminante para os dois grupos, baseado em
algum critério estatistico. Uma das técnicas, por exemplo, consiste na criacdo de novas
variaveis discriminantes para os dados. Para os dados do exemplo, pode-se criar um
discriminante que seja uma combinacao linear das variaveis originais e utilizar um valor
de corte para separar os dados:



d =w X, + W,X,
Neste caso, cada valor de d € o ponto em uma reta calculada com 0S pesos wp,
expressos como:
W, =C0S& . w, =sené

e 6 é o angulo de inclinacdo da reta em relacao ao eixo da variavel x;, como mostrado na
Figura 2.
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Figura 2. Representacédo grafica de um discriminante linear para as variaveis x; e X,.

Pode-se, assim, utilizar um valor limite, ou de corte, em d, para separar os dois
grupos de dados. O valor do angulo é é calculado de modo a se maximizar a distancia
entre os dois grupos de dados e minimizar a distancia entre os dados de um mesmo

grupo. Para isso, utilizam-se as matrizes B e W, definidas a seguir para uma populacao
de dados com n observag@es das p variaveis, Xp, €:

G grupos na populacéo (g = 1,...,G);

Ny 0 NUmero de observagdes no grupo g;

X ) 0 vetor das médias das p variaveis, para toda a populagéo;

X9y O Vetor das médias das p variaveis no grupo g,



A matriz B(pxp) € a soma ponderada dos quadrados das distancias quadraticas

entre grupos, € obtida pela Eq. 1:
G - =\= Y
B:an (Xg —XXXg —X) (1)

Essa matriz é obtida fazendo-se o produto das diferencas entre vetores para cada
grupo e, entdo, fazendo-se a soma ponderada para todos os grupos (soma de G matrizes

PXp).

A matriz. W,

média de todas observacdes em cada grupo, somada para todos 0s grupos, indicada
pela Eq. 2:

) € a soma das distancias quadraticas entre cada observacao e a

G Ny

— A\
W:ZZ(Xi,g ~ X MXig _XQ) 2)
g=l i=l
A matriz T(pxp) € a soma das distancias quadraticas entre cada observacdo

e a média de todas as observacgdes:

T

n —_— —_—
T=(x - xJx, - %) ®)
i=1
Pode-se demonstrar que:

T=W+B 4)

Por exemplo, pode-se adotar o quociente entre ambas as matrizes, ou seja, 0
valor do produto W™'B, como critério de selecéo dos coeficientes do discriminante. Para
os dados da Tabela 1, sejam, respectivamente, SSb, SSw e SSt as somas das distancias
gquadraticas entre grupos, em cada grupo e a soma total, sendo: SSt = SSbh + SSw.
Sejam:

_Ssb., _ssb

A 5w 2T st

Entéo, pode-se variar o angulo & de modo a selecionar o angulo que maximize A,
ou A,, como ilustrado na Figura 3. No caso, 0 maximo ocorre para 6= 21°.
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Figura 3. Variacao dos quocientes entre distancias quadraticas 4; e 4, em funcéo do
angulo de inclinagdo da reta discriminante.

A Figura 4 mostra os valores do discriminante d que maximizam a relacdo entre
distancias quadraticas “entre grupos” e ‘“internas aos grupos”. Observa-se que ha
sobreposicdo entre as distribuicbes dos dados dos dois grupos, o que impossibilita
separar os dados entre os grupos usando um discriminante linear. Este fato ilustra o fato
de que a capacidade de discriminar os dados depende ndo apenas da distancia entre os
valores médios dos grupos, mas também da distribuicdo dos dados, como ilustrado na

Figura 5.
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Figura 4. Valores do discriminante d para os dados dos dois grupos.
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Figura 5. Superior: médias distantes, distribuicbes sobrepostas de dados; inferior: médias
dos dois grupos proximas, com menor dispersédo dos dados.

Discriminante linear de Fisher

Dado um conjunto de vetores centrados na média X, define-se o discriminante linear Y
como:

Y — XT'Y (4)

em que Y € um vetor de pesos determinado segundo o critério de maximo quociente
entre a distancia quadratica do discriminante “entre grupos : dentro dos grupos”. O
quadrado do discriminante é:

Y= (XTy) (XTy)=y"XXTy (5)
Somando-se para todas as n observacoes:

> YZ:YT(ZXXTJ“Y:YTBVJFYTWY 6)

i=1 i=1

Deve-se obter o discriminante maximizando-se o escalar:

.
Lo By

,YT Wy (7)



Para isso, calcula-se a derivada em relagéo ao vetor ¥:

04 _ 2By(y" Wy)-(y" By Wy g
oy (yTWy)z

(pPx1)

Usando-se a Eq. (7):
By(y" W)~ Aly" Wy )Wy =0
Ou:
By-AWy =0
Pré-multiplicando-se por W
(WiB-Al)y =0
As solucdes néo triviais sdo os autovalores e autovetores da matriz W'B.

Assim, obtém-se p discriminantes. O nimero de discriminantes a ser adotado é:
d =min(G -1; p)
Exemplo:

3 populagdes bivariadas, 3 grupos, com mesma variancia:

-2 5 0 6 1 -2
G1: | 0 3 G2: |2 4 G3: |0 0
-1 1 1 2 -1 -4

Centréides de cada grupo:
- -1 - |1 - 0
X1 = X2 = X3 =

3 |4 -2

Centréide de tudo:

Célculo das matrizes:

B3 30K —xfxe 3] :E 632}

g=1

G

w-3

g=1 j=1

6

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

o) [



Inversa de W:

Wow o 1[22
140[ 2 6

Autovalores e autovetores da matriz:

A =2,87; A, = 0,90

0386 [ 0938
71710495 1271 0112

1,071 14
0,214 2,7

Os autovetores sao comumente normalizados fazendo:

v'Sy=1

Em que S é a variancia ponderada na forma:

(nl _1)81 + (nz _1)82 + (ns _1)83
(nl _1)+ (nz _1)+ (ns _1)

S =

Critério de alocacdo de novas observacoes:

1) Calcula-se o valor de cada discriminante Y, para a nova observacao;

2) Calcula-se o discriminante para a centréide de cada grupo:

3) Aloca-se com base na minima distancia quadratica entre o valor dos discriminantes em

relacdo a centréide de cada grupo:

D

d=1

2
min Z[Yd —Vd,gj ,parag=1,.., G
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Classificacao

Podem-se utilizar as func¢des discriminantes, como os discriminantes lineares de
Fisher, para classificar uma nova observacdo em um dos grupos previamente
conhecidos. O critério mais usado para classificagdo nesses casos € a soma dos desvios
guadraticos entre discriminantes, ou seja: aloca-se uma observag¢do qualquer no grupo

7

para o qual a soma dos desvios quadraticos dos discriminantes é a menor entre 0s
grupos. O procedimento é:

1) calcular os valores dos D discriminantes para a nova observacao, Xoqps:

T
yd,obs =74 Xobs ,d=1,..D;

2) calcular os valores dos discriminantes para os centroides dos G grupos:

;-
Yag =7s Xo, d=1..D, g=1,.G;

3) buscar a menor distancia quadratica:

D

min Y| Yoops = Yaq | |- PAra g=1,....G

d=1
Alocar Xops N0 grupo com minima distancia quadratica.

Critérios estatisticos de classificacdo entre duas populacdes:

Considerando-se duas populacdes (ou grupos) de observacgdes x;, i =1,...n, com
probabilidades de ocorréncia a priori dadas por p; € p,, de modo que:

Pt P, :1’

e que as funcdes densidade de probabilidade, f;(x) e f»(x), tém a forma ilustrada na Figura
6, pode-se dizer que a probabilidade de uma observacao qualquer, xo, pertencente a um
grupo m, ser alocada em um dado grupo g, P(g|m), é expressa por:

P(g|m)=P(x, € Rg[Gm)= [ £ (x)alx
Rg
Para o caso aqui considerado, a probabilidade de alocar x, erradamente é:

P(21)= P(x, € R2G1)= [ f,(x)dx

R2

PI2)=P(x, € R1G2)= [ f,(x)dx
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e a probabilidade de alocar x, corretamente é:

P(IL)=P(x, € R1G1)= [ f,(x)dx

R1

P(22)=P(x, € R2G2)= [ f,(x)dx

P(2/1)= | f,(x)dx
P(1/2)= [ ,(x)x I 1
f,(x) £,(x)
p vle o X
R1 R2
Classificar no Grupo 1 Classificar no Grupo 2

Figura 6. llustracao da distribuicdo de observactes de dois grupos.

Essas probabilidades podem ser expressas, entdo, por:

para os acertos:

P(x, € RIG1)= P(1l2) p(1)
P(x, € R2G2)=P(22) p(2)
€ para 0s erros:

P(x, € R2|G1)= P(2L)p(1)

P{2)p(2)

Podem-se atribuir atribuir “custos”, ou “puni¢des”, pelos erros de classificagdo, na
forma de uma “matriz de custo”:

e P(x, € R1G2)

Classificagcéo

Grupo Gl G2
Gl 0 C(2|1)
G2 C(12) 0
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Define-se a funcdo “custo esperado de falhas”, ECM (para “expected cost of

missclassification”), como:

ECM =C(2L)P(2L)p, + C{2)P(2)p,.

Os algoritmos de classificacdo baseiam-se na minimizacdo dessa funcao, a qual

pode ser escrita como:

como

entao

ou

ECM =C(211) p, | f,(x)dx + C(12). p, [ f,(x)dx

R2

j f, (x)dx + j f,(x)dx = j f,(x)dx =1

R1 R1+R2

ECM =C(2) p{l— | fl(x)dx} +C(12) p, [ f,(x)dx

ECM = [[c(2)p, f,(x)-C(2)p, f,(x)x+C(21)p,

Como o ultimo termo a direita é constante e positivo, a funcdo ECM sé diminui na

regido R1 se o integrando for negativo. Assim, pode-se estabelecer o seguinte critério de
classificacéo:

Alocar xo em R1 se:

:Z(@Z))Z[g(% :3]‘(%)

Para a regido R2, fazendo-se a mesma substituicao:

Alocar xo em R2 se:

L) (Sl 0
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Classificacoes baseadas em populacoes com distribuicao normal multivariada:

Para G grupos de observacGes multivariadas (com dimensao p) a fungédo densidade
de distribuicdo normal de probabilidade das observacdes em um grupo g qualquer é
expressa como:

. r —lx— Ty Yy — _
fg(x)_(zﬂ)%|z|g%exp{ 2( w ) 2, ug)} 9=1,2..G

Supondo que: a) as variancias dos grupos ndo sejam iguais; b) os custos de
alocacdo correta, C(g|g), sejam iguais a zero; c) os custos de alocacdo errada, C(g|m),
sejam iguais a 1, pode-se definir um critério de alocacdo similar ao anterior, baseado no
produto:

Py g (x)

Para isso, normalmente se utiliza a funcdo densidade de distribuicdo normal de
probabilidade na forma linearizada, ficando o produto na forma:

o, 1, (1= (o, )~ 2 inor)- iz, |- 2, F £, 2 m,) gm0

Aloca-se uma observacdo qualquer,xo, no grupo para o qual essa expressao for
méaxima. Como o segundo termo do lado direito da equacdo é o mesmo para todos 0s
grupos, a comparagao entre 0s grupos baseia-se nos demais termos. Assim, define-se o
“discriminante quadratico”, expresso como:

discr.Q, = In(p, )—%In‘Zg‘—%(x_ug J =, (x-n,)

Por esse critério, aloca-se xo no grupo g se discr.Qq for maximo para esse grupo,
em comparagdo com os demais grupos. O discriminante é denominado “quadratico” devido
a distancia estatistica quadratica, presente na equacéo.



