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Parte 6. Analise de Agrupamentos

Introducéo

A Andlise de Agrupamentos (em inglés: “cluster analysis”) é uma técnica
estatistica destinada a identificar e classificar dados, ou variaveis, em grupos com
caracteristicas similares. Na engenharia de processos, essa classificacdo € um auxiliar
importante na identificacdo de diferencas e semelhancas em condi¢cées operacionais
de uma unidade industrial, possibilitando a selecdo de dados para andlises mais
detalhadas, ajuste de modelos etc.

Para um caso geral, em que seja considerada uma amostra com n dados de
um conjunto de p variaveis de processo, Xi, Xz, ...., Xp, @ Andlise de Agrupamentos
objetiva:

1) Classificar os dados em g grupos, de acordo com critérios de semelhanca
(similaridade), ou de diferenca entre os dados, ou entre os grupos de
dados.

2) Possibilitar a interpretacéo dos resultados (conjunto dos g grupos de dados
obtidos).




O resultado da Analise de Agrupamentos depende dos critérios adotados para
agrupar os dados. Um exemplo que pode ilustrar a aplicacdo da técnica € o seguinte.
Consideremos 0 seguinte conjunto de dados de laboratorio, referentes a medidas da

taxa de uma reacao:

Tabela 1: Dados experimentais referentes a taxa de uma reacéao.

Item Concentracdo (M) Taxade reacéo

S1 5 5
S2 6 6
S3 15 14
S4 16 15
S5 25 20
S6 30 19
25
o 20 - ¢ S5 *S6
S
§ 15 A . §384
S 10 -
E 5 & S2
l *s1
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35
Concentracéo (M)

E possivel verificar a existéncia de dados préximos nas condi¢des de baixa
concentracdo (S1 e S2), regido intermediaria (S3 e S4) e para excesso do reagente
(S5 e S6). As técnicas de andlise de agrupamentos consistem em agrupar
observacdes, ou variaveis, com base em critérios de similaridade. A seguir, serdo
utilizados esses dados para ilustrar a aplicacdo das técnicas, nas varias etapas de

execugao.

Sequéncia de Etapas
A andlise de agrupamentos envolve normalmente as seguintes atividades, as

quais serdo detalhadas no texto.

1. Selecionar um critério de similaridade entre os dados.

2. Definir a técnica de agrupamento a ser adotada: hierarquica, ou ndo
hierarquica.

3. Selecionar um critério de similaridade entre grupos.



4, Definir o numero de grupos a ser obtido.

5. Interpretacdo dos resultados.

Medidas de similaridade entre dados

Ha varios critérios para calculo da distancia entre dados. As mais comuns

derivam da expresséo geral, denominada “distancia de Minkowski":

1/n

p M

Dij = quik _Xjk

k=1

emque n =1, 2,.., o Paran = 2, obtem-se a “distancia euclideana”, que é a mais

comumente adotada em medidas de distancia entre dados:

0 1/2
Dij = quik_xjk‘)z .

k=1
Quando n = 1, obtem-se a distancia baseada em quadras (“city block”), ou

“distancia de Manhattan”:

Qutras medidas de distancia:

Distancia estatistica (ou de Mahalanobis):

Dij = (Xi - X )T Z_l(Xi _Xk)

em que X é o vetor p x 1 das varidveis e X é a matriz de covariancia (pxp). Essa matriz
€ diagonal, para variaveis ndo correlacionadas. Se as variaveis forem padronizadas,
obtem-se a matriz de correlacdo R (pxp), a qual se torna a matriz identidade | para

variaveis nao correlacionadas.

Matriz de correlacao:

A matriz de correlacdo R (pxp) pode ser usada como medida de distancia,

principalmente no caso de agrupamentos de variaveis.



Medidas de distancia para variaveis ndo quantitativas:

Ha uma série de critérios adotados para variaveis ndo quantitativas, como, por
exemplo, variaveis binarias. Por exemplo, seja o caso de medidas do vetor X px 1 (p =

10), referentes a 10 critérios de comparacao de duas unidades industriais:

Unidade X1 X X3 X4 X5 Xs X7 Xs Xo X1o
A 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1
B 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0

Em casos como esses, a medida baseia-se nos “coeficientes de associacio”,
ou de “concordancia’”. Monta-se uma tabela com as freqiéncias associadas a cada

unidade industrial A e B:

Unidade A
1 0 Total
Unidade B 1 a=4 b=1 a+tb=5
0 c=2 d=3 c+d=5
Total a+c =6 b+d=4 p=10

Pode-se calcular, nesse exemplo, a distancia euclideana média:

D, :Fi@xik —xjk\)zT2

Pa
em que i e j referem-se, respectivamente, as unidades A e B. O resultado obtido é

uma medida da dissimilaridade entre as unidades:

b+c Ve
= = 0,55
p=a+b+c+d

ij

Essa medida varia entre 0 e 1. Quanto mais préxima de 0, mais similares sdo as duas

unidades (observacdes, ou os dados).

Outros critérios utilizados:

“coeficiente de dissimilaridade simples™:

D, = b+c ~03
p=a+b+c+d




“coeficiente de concordéancia simples”™

_ a+d ~07
p=a+b+c+d

ij

entre outros.
O calculo das distancias entre variaveis resulta na “matriz de similaridade”, D
(simétrica, p x p, com diagonal principal igual a zero). Para o exemplo da taxa de

reacdo, a matriz de similaridade obtida pelo célculo da distancia euclideana entre

dados é a seguinte:

Matriz de Similaridade: Distancia euclideana:

Dados S1 S2 S3 S4 S5 S6
S1 0.00 1.41 13.45 14.87 25.00 28.65
S2 141 0.00 12.04 13.45 23.60 27.30
S3 13.45 12.04 0.00 1.41 11.66 15.81
S4 14.87 13.45 1.41 0.00 10.30 14.56
S5 25.00 23.60 11.66 10.30 0.00 5.10
S6 28.65 27.30 15.81 14.56 5.10 0.00

Matriz de Similaridade: Distancia euclideana ao quadrado:

Dados S1 S2 S3 S4 S5 S6
S1 0 2 181 221 625 821
S2 2 0 145 181 557 745
S3 181 145 0 2 136 250
S4 221 181 2 0 106 212
S5 625 557 136 106 0 26
S6 821 745 250 212 26 0

A matriz de similaridade é a base de todos os métodos de agrupamento.

Técnicas de agrupamento

As técnicas de construcdo dos grupos de dados sao divididas em “hierarquicas”
e “nao hierarquicas”. As técnicas hierarquicas baseiam-se na ordenacéo de distancias,
sendo iniciadas a partir da menor distancia detectada na matriz D. Os dados sé&o
agrupados sequencialmente e, em cada etapa, forma-se um novo grupo que envolve
dois ou mais grupos precedentes, segundo uma escala de distancia entre grupos.
Assim, parte-se de um namero inicial de grupos igual ao nimero de objetos a serem

agrupados. Os objetos vao sendo agrupados sucessivamente, até se chegar a um



dnico grupo que contém todos 0s objetos. Fica a critério do usuario definir quantos
grupos representam melhor as caracteristicas do sistema em estudo. H4, também,
técnicas hierarquicas divisivas para formag&o de grupos: partem de um Unico grupo e

fazem divisbes sucessivas segundo critérios de distancia.

As técnicas nao hierarquicas partem de um numero pré-fixado de grupos
(denominados sementes) e agrupam os dados segundo critérios de homogeneidade e
de heterogeneidade entre eles. Diferentemente das técnicas hierarquicas, neste caso

0 numero de grupos obtidos é definido a priori pelo usuéario.

Técnicas hierarquicas

O agrupamento sucessivo de objetos (que podem ser observacbes ou
variaveis, mas também grupos) é feito segundo critérios de similaridade entre grupos.

Os diferentes critérios adotados sédo apresentados a seguir.

Ligacdo simples, ou vizinho mais préoximo (“single linkage, nearest neighbor”)

Baseia-se na menor distancia entre quaisquer dois objetos dos dois grupos, o

gue equivale a distancia entre os objetos mais préximos dos dois grupos:
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Procedimento:

1) Percorrer a matriz de similaridade e detectar a menor distancia dj; supondo
que essa distancia corresponda aos objetos U e V;

2) Juntar os dois objetos, formando o grupo (UV);

3) Atualizar a matriz de similaridade, com 0s novos objetos formados, tal que,

para quaisquer dois novos objetos, U e V:

dy = min{dij} i=1,..,Ny j=1,..., Ny

4) Repetir os passos 1 a 3 acima, até que o0 nimero remanescente de grupos

seja 1.



Ligacdo completa, ou vizinho mais distante (“complete linkage, farthest neighbor”)

Baseia-se na maior distancia entre quaisquer dois objetos dos dois grupos, o

que equivale a distancia entre os objetos mais distantes dos dois grupos:

Procedimento:

1) Percorrer a matriz de similaridade e detectar a menor distancia dj; supondo
que essa distancia corresponda aos objetos U e V;

2) Juntar os dois objetos, formando o grupo (UV);

3) Atualizar a matriz de similaridade, com os novos objetos formados, tal que,

para quaisquer dois novos objetos, U e V:
dUV = max{dij} i=1,...,Ny, j=1,.., Ny

4) Repetir os passos 1 a 3 acima, até que o nimero remanescente de grupos

seja 1.

Ligacdo média (“average linkage™)

Este método considera a distancia entre objetos como sendo a média

das distancias entre pares de todos os componentes de cada objeto:




Procedimento:

1) Percorrer a matriz de similaridade e detectar a menor distancia dj; supondo
que essa distancia corresponda aos objetos U e V;

2) Juntar os dois objetos, formando o grupo (UV);

3) Atualizar a matriz de similaridade, com 0s novos objetos formados, tal que,

para quaisquer dois novos objetos, U e V:
Ny Ny

2.2.9
d — i=1 j=1
uv

NU I\lv
4) Repetir os passos 1 a 3 acima, até que o0 nimero remanescente de grupos

seja 1.

Centréide

Baseia-se nas distancias entre valores médios dos objetos em cada grupo
(centroides). A cada combinacdo de dois grupos, um novo grupo é formado e seu

centréide é calculado novamente.
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Procedimento:

1) Percorrer a matriz de similaridade e detectar a menor distéancia dj; supondo
que essa distancia corresponda aos objetos U e V;

2) Juntar os dois objetos, formando o grupo (UV);

3) Atualizar a matriz de similaridade, com 0s novos objetos formados, tal que,
para quaisquer dois novos objetos, U e V, dyy € a distncia entre as médias
das coordenadas dos objetos contidos em U e V.

4) Repetir os passos 1 a 3 acima, até que o nimero remanescente de grupos

seja 1.



Exemplo de aplicacdo, com os dados de taxa de reacao:

Agrupamento das observacdes utilizando: distancia euclideana entre os dados,

método do centréide. Resultados gerados pelo aplicativo Minitab:

Euclidean Distance, Centroid Linkage
Amalgamation Steps

Step Number of Similarity Distance Clusters New Number of obs.

clusters level level joined cluster in new cluster
1 5 95.06 1.414 3 4 3 2
2 4 95.06 1.414 1 2 1 2
3 3 82.20 5.099 5 6 5 2
4 2 60.03 11.454 3 5 3 4
5 1 44.98 15.764 1 3 1 6

Cada linha da Tabela corresponde a um passo do processo de agrupamento e
apresenta as seguintes informacfes: nuimero de grupos, nivel de similaridade,
distancia minima detectada entre elementos da matriz de similaridade, objetos
agrupados, numero de ordem do novo grupo formado e numero de observacdes no
novo grupo. No caso, a coluna de distancia corresponde a distancia euclideana. O

nivel de similaridade é definido como:

s =100| 1—-
maxidij )
em que d; é a distancia euclideana entre pares de objetos na matriz de similaridade.

As tabelas a seguir detalham o que acontece a cada passo.

No primeiro passo, as observagbes S3 e S4 foram unidas, formando o novo

“cluster 3". A nova matriz de similaridade fica entéo, da seguinte forma:

Distances Between Cluster Centroids

Clusterl Cluster2 Cluster3 Cluster4 Cluster5
Clusterl 0.0000 1.4142 14.1598 25.0000 28.6531
Cluster2 1.4142 0.0000 12.7475 23.6008 27.2947
Cluster3 14.1598 12.7475 0.0000 10.9772 15.1822
Cluster4 25.0000 23.6008 10.9772 0.0000 5.0990
Cluster5 28.6531 27.2947 15.1822 5.0990 0.0000



Passo 2: observacdes S1 e S2 unidas, formando o novo “cluster 1”. Matriz de

similaridade atualizada:

Distances Between Cluster Centroids

Clusterl Cluster2 Cluster3 Cluster4
Clusterl 0.0000 13.4536 24 .3002 27.9732
Cluster2 13.4536 0.0000 10.9772 15.1822
Cluster3 24 .3002 10.9772 0.0000 5.0990
Cluster4 27.9732 15.1822 5.0990 0.0000

Passo 3: observacdes S5 e S6 unidas, formando o novo “cluster 3”. Matriz de

similaridade atualizada:

Distances Between Cluster Centroids

Clusterl Cluster2 Cluster3
Clusterl 0.0000 13.4536 26.0768
Cluster2 13.4536 0.0000 13.0000
Cluster3 26.0768 13.0000 0.0000

Passo 4: objetos 2 e 3 unidos, formando o novo “cluster 2”. Matriz de

similaridade atualizada:

Distances Between Cluster Centroids

Clusterl Cluster2
Clusterl 0.0000 19.7041
Cluster2 19.7041 0.0000

No Passo 5, forma-se um Unico grupo,contendo todos os objetos.
O processo de formacao de grupos por métodos hierarquicos é representado

graficamente como uma arvore hierarquica, ou “dendrograma”:
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Método de Ward

Neste método, os grupos sdo formados minimizando-se os quadrados dos
desvios dos componentes de cada grupo, em relagdo ao valor médio de cada grupo
(centréide do grupo). Define-se, para um grupo k, ESS, como:

Ny

ESSy :Z(XJ _i)T (Xj _i)

=1

em que Nx € o nimero de componentes do grupo k, X; € um vetor de observagdes

(dados multivariados) contido no grupo k e X é o centréide do grupo k. Assim, o total

da soma dos quadrados dos desvios dos grupos é:

K
ESS = ) ESS,
J=1

O processo de agrupamento inicia-se com n grupos (igual ao numero de
observacdes). A cada passo do processo todos os pares de grupos, i, j, sdo
considerados e é selecionado para compor 0 Novo grupo O par que representar o
menor incremento em ESS. Ou seja, por este método, a matriz de similaridade é

composta pelos valores de ESS correspondentes a cada par i, j.

Critérios para selecdo do numero de grupos a ser utilizado, ao final de uma anéalise

pelo método hierarquico

Além do bom senso na interpretacdo dos resultados, existem varios critérios
estatisticos para definicdo do niamero de grupos a ser retido no final de uma analise.
Entre essas técnicas estao:

a) Nivel de similaridade:
b) Valor da distancia minima entre objetos, a cada atualizagdo da matriz de

similaridade. Esta informacdo pode ser vista, também, graficamente, no dendrograma,

na escala de distancias a cada passo do processo.

Examinando-se o grafico desses parametros a cada passo do processo é

possivel visualizar mudancas abruptas, que indicam pontos de parada no processo.
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Exemplo:
A Figura a seguir apresenta a variagdo do nivel de similaridade e da distancia

minima entre grupos em funcdo dos passos de agrupamento para o caso apresentado,
da taxa de reagdo, com as observacdes agrupadas pelo método da centréide.
Observa-se que ha uma variacao clara de inclinacdo das curvas a partir do passo 3,
que corresponde a formacdo de 3 grupos, ndo havendo alteracées posteriores. Por

esse critério, deveriam ser considerados 2 grupos para agrupamento dos dados.
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Em geral recomenda-se que seja refeita a analise fixando-se o namero de

grupos definido na primeira andlise, para obtencao da configuracdo mais adequada.

Técnicas ndo hierarquicas

Nas técnicas ndo hierarquicas, em geral o nUmero de grupos a serem formados
deve ser definido previamente.

Uma vez que as técnicas ndo hierarquicas ndo envolvem o célculo de uma
matriz de similaridades, nem a retencdo de todos os dados na memodria de
computadores, sdo mais adequados para analise de grandes quantidades de dados.

Os algoritmos seguem a seguinte seqiiéncia geral:

1) Selecionar de k centréides para 0s grupos, ou particdo dos dados em k

segmentos;

2) Alocar cada observacdo ao centrdide mais proximo (com base, por

exemplo, na distancia euclideana);

3) Recalcular os centrdides;

4) Realocar cada observagdo aos novos centroides;
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5) Repetir os passos 3 e 4 até que ndo haja mais variagdo nos valores dos
centroides, ou até que outro critério estabelecido pelo usuéario seja

atendido.

Os varios algoritmos desenvolvidos para andalise de agrupamentos diferem

entre si segundo os seguintes critérios:

a) método de estimativa inicial dos k segmentos, ou centroides.

Alguns métodos geram aleatoriamente as sementes iniciais, enquanto outros
dividem a faixa de variacdo das variaveis em k segmentos, ou ainda utilizam sementes
fornecidas pelo usuario.

b) regras de realocacao de observacBes em relacéo aos centréides.

Nesses casos, sdo adotados diferentes critérios estatisticos:

1) Minimizacdo do traco (soma das diagonais) da matriz de somas dos
desvios quadraticos de cada grupo, SSCP (“sum of squares and cross
products”), o que equivale a minimizar o desvio quadratico ESS.

2) Minimizacédo do determinante da matriz SSCP de cada grupo;

3) Minimizacdo do traco da matriz W'B, em que W e B s&o, respectivamente,
as partes interna e entre grupos da matriz SSCP;

4) Minimizacdo do maior autovalor da matriz W™'B.

A matriz SSCP indica a dispersdo de uma populacdo em relacdo ao valor

médio. E calculada da seguinte forma:

Dadas g populagfes (grupos de observacdes multivariadas):
POpUIaQaO 1: Xq1, X12, ooy X1m
POpulagéo 2: Xo1, Xoo, ...y Xono

Populagéo g: Xg1, Xg2, .., Xgng
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Sejam os valores X | os valores médios da populacdo k e X o valor médio de
todas as populacdes. Entdo, as seguintes matrizes sdo validas para comparacoes de

dispersdes internas de cada populacéo e entre populacdes (ou grupos):

Tipo de dispersao Matriz de disperséo Graus de liberdade
g —\r _
Entre grupos B=Yn, (Xk —X) (Xk —X) g-1

k=1

Int d Shy < T X ;

nterna a cada grupo W:ZZ(ij_Xk) (ij_Xk) > -g
k=1 j=1 k=1

Totais SSCP=B +W

n -1

=
] «
JuN

Entre os algoritmos utilizados para analise nao hierarquica de agrupamentos, o
algoritmo denominado “K-means” (ou “método das k médias”) é o mais utilizado.
Segue a seqiiéncia apresentada, alocando cada observacdo a semente com centréide
mais proximo (distancia euclideana), atualizando os centréides dos grupos receptor e
doador a cada observacgédo alocada. O processo é interrompido quando ndo ha mais

variagdes nos valores dos centroides.

EXEMPLO DE AGRUPAMENTO PELO METODO DAS K MEDIAS

Supondo o caso seguinte, em que 4 observacdes de duas variaveis devem ser

agrupadas em K = 2 grupos:

Obs. X1 X2
A 5 3
B -1
C 1 -2
D -3 -2

Supondo que seja decidido arbitrariamente que os valores representativos dos dois

grupos sejam os centroides das observacdes (AB) e (CD).
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Assim, o Passo 1 do processo é o célculo dos centréides dos dois grupos:

Grupo - _
uP X1 X2
(AB) 5+(-1)_, 3+1_,
2 2
(CD) 1+(—3):_l —2+(—2):_2
2 2

No Passo 2, calcula-se a distancia Euclideana entre cada observacéo e o centroide
dos grupos e aloca-se cada item ao grupo com centréide mais proximo. Se qualquer
observacdo mudar de grupo, os centréides devem ser recalculados antes de seguir

com o procedimento. Calculo das distancias:
d*(A(AB))=(5-2)*+(3-2)* =10
d?(A,(CD))=(5+1) +(3+2)* =61

Como A esta mais proximo de (AB) do que de (CD), ele ndo é realocado. Para a

observacao B:
d?(B,(AB))=(-1-2)* +(1-2)* =10
d?(B,(CD))=(-1+1)° +(1+2)* =9

Portanto, B é realocado no grupo (CD), resultando no novo grupo (BCD). Os novos

centroides sao:

Grupo - -
X1 X2

A 5 3
BCD -1 -1

Novamente, a distancia de cada observacdo em relacdo aos centréides dos grupos é

calculada:
Grupo A B C D
A 0 40 41 89
BCD 52 4 5 5

Como todas as observacdes estao devidamente alocadas nos grupos com centroides

mais proximos, 0 processo termina.
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